
مقدمه‌ای‌بر‌جبر‌خطی
محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



جبر‌خطی

روشی‌معمول‌جهت‌نمایش‌امری‌مشهود
(علائم)ایجاد‌مجموعه‌ای‌از‌اشیاء‌
ایجاد‌مجموعه‌ای‌از‌قوانین‌جهت‌کار‌با‌اشیاء‌مذکور

جـــــبــــر⟸
جبر‌خطی‌

مطالعة‌بردار‌و‌قوانین‌کار‌با‌آن



بردار

تعریف‌ریاضی‌بردار
جمع‌با‌یکدیگر،‌منجر‌به‌تولید‌شی‌ای‌هم‌نوع‌خود
ضرب‌در‌عدد،‌ایضا‌

مثال
بردار‌هندسی،‌چندجمله‌ای‌ها،‌سیگنال‌صوتی،‌عضوی‌از‌ℝ𝑛

(‌‌بسته‌بودن)بستار‌
از‌مفاهیم‌بنیادی‌ریاضیات
مجموعة‌تمامی‌موارد‌حاصل‌از‌عملیات‌تعریف‌شده‌چیست؟»جهت‌تقریب‌ذهن‌سعی‌بر‌پاسخ‌به‌»
با‌داشتن‌مجموعة‌کوچکی‌از‌بردارها‌و‌جمع‌و‌مقیاس‌بندی‌آن‌ها

فضای‌بردار⟸مجموعه‌بردارهای‌حاصل‌چه‌خواهد‌بود‌

از‌پایه‌های‌بهینه‌سازی‌و‌یادگیری‌ماشین‌و‌جز‌این‌ها



بردارها

مقادیر‌حقیقی

𝒙 ∈ ℝ𝑛

𝒙 =

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

ترانهاده
𝒙𝑇 = 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

𝒙 ≥ 0 ≡ ∀𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛: 𝑥𝑖 ≥ 0



ضرب‌داخلی‌بردارها

𝒙 ∈ ℝ𝑛, 𝒚 ∈ ℝ𝑛

ضرب‌داخلی

𝒙𝑇𝒚 = ෍
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑦𝑖

𝒙𝑇𝒙 ≥ 0
توزیع‌پذیری‌جمع‌برداری(اسکالر)دارای‌ویژگی‌های‌جابجاپذیری،‌شرکت‌پذیری‌ضرب‌تک‌عدد‌‌،
دارای‌خواصی‌چون‌𝒆𝑖

𝑇𝒙 = 𝑥𝑖‌،۱𝑻𝒙 = 𝑥۱ + ⋯ + 𝑥𝑛‌،
میانگین،‌جمع‌مربعات،‌جمع‌انتخابی؟

ضرب‌خارجی
𝒚𝒙𝑇 = 𝐶, 𝑐𝑖𝑗 = 𝑦𝑖𝑥𝑗



دستگاه‌معادلات‌خطی

بخش‌اصلی‌جبر‌خطی

مدل‌سازی‌بسیاری‌از‌مسائل‌با‌معادلات‌خطی
تحویل‌ابزار‌حل‌مسائل‌مذکور⟸جبر‌خطی‌



مثال–دستگاه‌معادلات‌خطی‌

کارگاهی
تولید‌𝑛محصول‌𝑁1تا‌𝑁𝑛

جهت‌تولید‌محصولات‌نیاز‌به‌𝑚ماده‌اولیة‌𝑅1تا‌𝑅𝑚

نیاز‌به‌تخصیص‌𝑎𝑖𝑗واحد‌از‌هر‌ماده‌𝑅𝑖جهت‌تولید‌هر‌واحد‌از‌𝑁𝑗

𝑖 = 1, … ,𝑚

𝑗 = 1, … ,𝑛

از‌هر‌محصول‌𝑏𝑖واحد‌موجود
یافتن‌طرح‌بهینة‌تولید:‌هدف

:حل
𝑥1تا‌𝑥𝑛واحد‌از‌هر‌محصول‌
میزان‌نیاز‌کلی‌به‌هر‌ماده‌اولیه‌𝑅𝑖

𝑎𝑖1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛



ادامه-مثال‌–دستگاه‌معادلات‌خطی‌

:تدوین
𝑥1تا‌𝑥𝑛واحد‌از‌هر‌محصول‌
میزان‌نیاز‌کلی‌از‌ماده‌𝑅𝑖

𝑎𝑖1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝑥𝑛

𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑅𝑛

هر‌تولید‌بهینه‌از‌ماده‌𝑅𝑖باید‌برآورده‌گر‌دستگاه‌معادلات‌زیر‌باشد:
𝑎11𝑥1 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

⋮

𝑎𝑚1𝑥1 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑏𝑖 ∈ ℝ

صورت‌عمومی‌دستگاه‌معادلات‌خطی
𝑥1تا‌𝑥𝑛مجهول‌ها
هر‌:‌‌راه‌حل(𝑥1, … ,𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛که‌پاسخ‌دستگاه‌باشد‌.



ادامه-مثال‌–دستگاه‌معادلات‌خطی‌

تعداد‌راه‌حل‌ها
هیچ
دقیقا‌یکی
بی‌نهایت

چرا؟

هر‌:‌‌راه‌حل(𝑥1, … ,𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛که‌پاسخ‌دستگاه‌باشد‌.



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی

نمایش‌برداری‌ضرائب

تجمیع‌در‌ماتریس

ماتریس
نمایش‌موجز‌دستگاه‌معادلات‌خطی
(نگاشت‌های‌خطی)نمایش‌توابع‌خطی‌

𝑚 × n-تائی‌اعضای‌𝑎𝑖𝑗

𝑖 = 1, … ,𝑚

𝑗 = 1, … ,𝑛



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
3𝑥1 − 0.1𝑥2 − 0.2𝑥3 = 7.85

 0.1𝑥1 + 7𝑥2 − 0.3𝑥3 = −19.3
0.3𝑥1 − 0.2𝑥2 + 10𝑥3 = 71.4



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 −۰. ۱۹ ۱۰. ۰۲ ۷۰. ۶۱۵



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 −۰. ۱۹ ۱۰. ۰۲ ۷۰. ۶۱۵ 𝑅۳ +

۰. ۱۹
۷. ۰۰۳۳

𝑅۲



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 −۰. ۱۹ ۱۰. ۰۲ ۷۰. ۶۱۵ 𝑅۳ +

۰. ۱۹
۷. ۰۰۳۳

𝑅۲

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 0 ۱۰. ۰۱۲ ۷۰. ۰۸۴۳

۱
۱۰. ۰۱۲

𝑅۳



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 −۰. ۱۹ ۱۰. ۰۲ ۷۰. ۶۱۵ 𝑅۳ +

۰. ۱۹
۷. ۰۰۳۳

𝑅۲

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 0 ۱۰. ۰۱۲ ۷۰. ۰۸۴۳



مثال
۳𝑥۱ − ۰. ۱𝑥۲ − ۰. ۲𝑥۳ = ۷. ۸۵
۰. ۱𝑥۱ + ۷𝑥۲ − ۰. ۳𝑥۳ = −۱۹. ۳
۰. ۳𝑥۱ − ۰. ۲𝑥۲ + ۱۰𝑥۳ = ۷۱. ۴

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
۰. ۱ ۷ −۰. ۳ −۱۹. ۳
۰. ۳ −۰. ۲ ۱۰ ۷۱. ۴

𝑅۲ − ۱/۳۰ 𝑅۱
𝑅۳ − ۱/۱۰𝑅۱

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 −۰. ۱۹ ۱۰. ۰۲ ۷۰. ۶۱۵ 𝑅۳ +

۰. ۱۹
۷. ۰۰۳۳

𝑅۲

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 0 ۱۰. ۰۱۲ ۷۰. ۰۸۴۳

۱
۱۰. ۰۱۲

𝑅۳

۳ −۰. ۱ −۰. ۲ ۷. ۸۵
0 ۷. ۰۰۳۳۳ −۰. ۲۹۳۳۳۳ −۱۹. ۵۶۱۷
0 0 ۱ ۷. ۰۰۰۰



تبدیلات‌ساده-حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی

روش‌عمومی

ماتریس‌ها‌نمایش‌موجز‌دستگاه‌معادلات‌خطی

تبدیلات‌ابتداییحل‌معادلات‌خطی‌بسته‌به‌

عدم‌تغییر‌در‌پاسخ‌ولی‌تبدیل‌دستگاه‌معادلات‌به‌حالت‌ساده‌تر
(ردیف‌ها‌در‌نمایش‌ماتریسی)تغییر‌جای‌دو‌معادله‌
با‌مقدار‌ثابتی‌به‌جز‌صفر(‌ردیفی)ضرب‌معادله‌ای‌
(ردیف)جمع‌دو‌معادله‌



ادامه-تبدیلات‌ساده

محور
مقدار‌عددی‌شروع‌هر‌ردیف
اولین‌عدد‌غیرصفر‌از‌چپ
همیشه‌در‌سمت‌راست‌نسبت‌به‌ردیف‌بالاتر

پلکانی-صورت‌ردیف
تمامی‌ردیف‌های‌کف‌ماتریس‌صرفا‌دارای‌درایه‌های‌صفر
(محورها)با‌توجه‌به‌ردیف‌های‌غیرصفر،‌اولین‌عدد‌غیرصفر‌از‌سمت‌چپ‌

همیشه‌در‌سمت‌راست‌محور‌ردیف‌بالاتر

متغیرهای‌پایه‌و‌آزاد
محورها:‌پایه

بقیه‌متغیرها:‌آزاد



صورت‌ردیف‌پلکانی‌کاهیده

دارای‌صورت‌ردیف‌پلکانی

۱تمامی‌محورها‌برابر‌

محورها‌تنها‌درایه‌های‌غیرصفر‌در‌هر‌ستون



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱

0 ۱ −۴ ۸
۲ −۳ ۲ ۱
۴ −۸ ۱۲ ۱



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱

0 ۱ −۴ ۸
۲ −۳ ۲ ۱
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
۴ −۸ ۱۲ ۱



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱

0 ۱ −۴ ۸
۲ −۳ ۲ ۱
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
0 −۲ ۸ −۱



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱

0 ۱ −۴ ۸
۲ −۳ ۲ ۱
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
0 −۲ ۸ −۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
0 0 0 ۱۵



مثال
𝑦 − ۴𝑧 = ۸

۲𝑥 − ۳𝑦 + ۲𝑧 = ۱
۴𝑥 − ۸𝑦 + ۱۲𝑧 = ۱

0 ۱ −۴ ۸
۲ −۳ ۲ ۱
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
۴ −۸ ۱۲ ۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
0 −۲ ۸ −۱

۲ −۳ ۲ ۱
0 ۱ −۴ ۸
0 0 0 ۱۵

.سازگار‌نیست‌و‌پاسخی‌ندارد



حذف‌گاوس

الگوریتم‌به‌کارگیری‌تبدیلات‌ساده

تبدیل‌دستگاه‌معادلات‌خطی‌به‌صورت‌ردیف‌پلکانی‌کاهیده

شامل‌دو‌مرحله
حذف‌جلورو
جاگذاری‌رو‌به‌عقب



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0

𝑥 − ۵𝑧 = ۱



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0

𝑥 − ۵𝑧 = ۱
𝑦 + 𝑧 = ۴



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0

𝑥 − ۵𝑧 = ۱
𝑦 + 𝑧 = ۴

0 = 0



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0

𝑥 − ۵𝑧 = ۱
𝑦 + 𝑧 = ۴

0 = 0

ቐ
𝑥 = ۵𝑧 + ۱
𝑦 = −𝑧 + ۴



مثال
۱ 0 −۵ ۱
0 ۱ ۱ ۴
0 0 0 0

𝑥 − ۵𝑧 = ۱
𝑦 + 𝑧 = ۴

0 = 0

൞

𝑥 = ۵𝑧 + ۱
𝑦 = −𝑧 + ۴

𝑧 آزاد متغیر



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ 0 ۳ 0 0
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ 0 ۳ 0 0
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

 𝑥۱ + ۶𝑥۲ + ۳𝑥۴ = 0
𝑥۳ − ۴𝑥۴  = ۵

𝑥۵ = ۷



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ 0 ۳ 0 0
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

 𝑥۱ + ۶𝑥۲ + ۳𝑥۴ = 0

𝑥۳ − ۴𝑥۴  = ۵
𝑥۵ = ۷

𝑥۱ = −۶𝑥۲ − ۳𝑥۴
𝑥۲ آزاد

𝑥۳  = ۵ + ۴𝑥۴
𝑥۴ آزاد

𝑥۵ = ۷ 



مثال
۱ ۶ ۲ −۵ −۲ −۴
0 0 ۲ −۸ −۱ ۳
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۲ −۸ 0 ۱۰
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ ۲ −۵ 0 ۱۰
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

۱ ۶ 0 ۳ 0 0
0 0 ۱ −۴ 0 ۵
0 0 0 0 ۱ ۷

 𝑥۱ + ۶𝑥۲ + ۳𝑥۴ = 0

𝑥۳ − ۴𝑥۴  = ۵
𝑥۵ = ۷

𝑥۱ = −۶𝑥۲ − ۳𝑥۴
𝑥۲ آزاد

𝑥۳  = ۵ + ۴𝑥۴
𝑥۴ آزاد

𝑥۵ = ۷ 

⟹

𝑥۱ = −۶𝑎 − ۳𝑏
𝑥۲ = 𝑎

𝑥۳  = ۵ + ۴𝑏
𝑥۴ = 𝑏
𝑥۵ = ۷ 



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎
−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

× −۱

× −۱/۳



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

× −۱

× −۱/۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 ۱ −۱ ۳ −۲

0 0 0 ۱ −۲ ۱

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

× −۱

× −۱/۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 ۱ −۱ ۳ −۲

0 0 0 ۱ −۲ ۱

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱



-مثال

−۲𝑥۱ + ۴𝑥۲ − ۲𝑥۳ − 𝑥۴ + ۴𝑥۵ = −۳

۴𝑥۱ − ۸𝑥۲ + ۳𝑥۳ − ۳𝑥۴ + 𝑥۵ = ۲

𝑥۱ − ۲𝑥۲  + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۱ − ۲𝑥۲  − ۳𝑥۴ + ۴𝑥۵ = 𝑎

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

اب غییرت 𝑅۳

اب غییرت 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
۴ −۸ ۳ −۳ ۱ ۲

−۲ ۴ −۲ −۱ ۴ −۳

۱ −۲ 0 −۳ ۴ 𝑎

𝑅۲ − ۴𝑅۱
𝑅۳ + ۲𝑅۱
𝑅۴ − 𝑅۱

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 −۱ −۲ ۳ 𝑎 𝑅۴ − 𝑅۲ − 𝑅۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 −۱ ۱ −۳ ۲

0 0 0 −۳ ۶ −۳

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

× −۱

× −۱/۳

۱ −۲ ۱ −۱ ۱ 0
0 0 ۱ −۱ ۳ −۲

0 0 0 ۱ −۲ ۱

0 0 0 0 0 𝑎 + ۱

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱ ⟹ 𝑎 = −۱



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = 𝑥۴ − ۳𝑥۵ − ۲

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = 𝑥۴ − ۳𝑥۵ − ۲

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = 𝑥۴ − ۳𝑥۵ − ۲

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ + ۲𝑥۵ + ۲

𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = 𝑥۴ − ۳𝑥۵ − ۲

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ + ۲𝑥۵ + ۲

𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴
𝑥۵

=

۲

۱

0
0
0

𝑥۲ +

۲
0

−۱

۲

۱

𝑥۵ +

۲

0
−۱

۱

0



یافتن‌پاسخ

𝑥۱ − ۲𝑥۲ + 𝑥۳ − 𝑥۴ + 𝑥۵ = 0

𝑥۳ − 𝑥۴ + ۳𝑥۵ = −۲

𝑥۴ − ۲𝑥۵ = ۱

0 = 𝑎 + ۱

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = 𝑥۴ − ۳𝑥۵ − ۲

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ − 𝑥۳ + 𝑥۴ − 𝑥۵
𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱ = ۲𝑥۲ + ۲𝑥۵ + ۲

𝑥۲متغیر آزاد

𝑥۳ = −𝑥۵ − ۱

𝑥۴ = ۲𝑥۵ + ۱

𝑥۵ آزادمتغیر

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴
𝑥۵

=

۲

۱

0
0
0

𝑥۲ +

۲
0

−۱

۲

۱

𝑥۵ +

۲

0
−۱

۱

0

⟹

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴
𝑥۵

=

۲

۱

0
0
0

𝑎 +

۲
0

−۱

۲

۱

𝑏 +

۲

0
−۱

۱

0



ماتریس‌ها

مقادیر‌حقیقی

𝑋 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑋 =

𝑥۱۱ … 𝑥۱𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑚۱ … 𝑥𝑚𝑛



جمع‌ماتریس‌ها

X ∈ ℝ𝑚×𝑛,𝑌 ∈ ℝ𝑚×𝑛

X + 𝑌 =

𝑥۱۱ + 𝑦۱۱ … 𝑥۱𝑛 + 𝑦۱𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑚۱ + 𝑦𝑚۱ … 𝑥𝑚𝑛 + 𝑦𝑚𝑛

∈ ℝ𝑚×𝑛



ضرب‌ماتریس‌ها

X ∈ ℝ𝑚×𝑛,𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑘

𝑍 = X𝑌 ∈ ℝ𝑚×𝑘

𝑧𝑖𝑗 = ෍

𝑙=۱

𝑛

𝑥𝑖𝑙𝑦𝑙𝑗

لزوم‌برابری‌بعدهای‌همسایه

ضرب‌جزءبه‌جزء‌یا‌ضرب‌هدامرد

ضرب‌کرانکر

تائو-ضرب‌خاتری



ویژگی‌-ضرب‌ماتریس‌ها

X𝑌 ≠ 𝑌𝑋

𝑋قطر‌ماتریس‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛

شامل‌اعضای‌𝑋𝑖𝑖 𝑖 = 1,2, … ,min(𝑚,𝑛)

𝑋ماتریس‌قطری‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛

شامل‌اعضای‌𝑋𝑖𝑗 = 0,𝑖 ≠  𝑗

ماتریس‌همانی
ℝ𝑛×𝑛

X ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑝, 𝑍 ∈ ℝ𝑝×𝑞: 𝑋𝑌 𝑍 = 𝑋(𝑌𝑍)

X, 𝑌 ∈ ℝ𝑚×𝑛, 𝑍, 𝑊 ∈ ℝ𝑛×𝑝: ቊ
𝑋 + 𝑌 𝑍 = 𝑋𝑍 + 𝑌𝑍

𝑋 𝑍 + 𝑊 = 𝑋𝑍 + 𝑋𝑊
X ∈ ℝ𝑚×𝑛: 𝐼𝑚𝑋 = 𝑋𝐼𝑛 = 𝑋



معکوس‌ماتریس

𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑛و‌Y𝑋 = 𝑋𝑌 = 𝐼

𝑌معکوس‌𝑋و‌نمایش‌با‌𝑋−۱

همه‌ماتریس‌ها‌معکوس‌پذیر‌نیستند
غیرتکین/معکوس‌پذیر
تکین/معکوس‌ناپذیر

مثال

𝑋 =
𝑥۱۱ 𝑥۱۲
𝑥۲۱ 𝑥۲۲

∈ ℝ۲×۲

𝑋−۱برابر‌با‌𝑋معکوس‌ =
۱

𝑥۱۱𝑥۲۲−𝑥۱۲𝑥۲۱

𝑥۲۲ −𝑥۱۲
−𝑥۲۱ 𝑥۱۱

اگر‌و‌فقط‌اگر‌𝑥۱۱𝑥۲۲ − 𝑥۱۲𝑥۲۱ ≠ 0



معکوس‌ماتریس‌با‌روش‌حذف‌گاوس

𝑋 𝐼𝑛 → ⋯ → [𝐼𝑛|𝑋−۱]



ترانهادة‌ماتریس

𝑋 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑚و‌𝑦𝑖𝑗 = 𝑥𝑗𝑖

𝑌ترانهادة‌𝑋و‌نمایش‌با‌𝑋𝑇

جابجائی‌سطرها‌با‌ستون‌ها

ویژگی‌های‌اعمال‌معکوس‌و‌ترانهاده
𝑋𝑋−۱ = 𝑋−۱𝑋 = 𝐼

𝑋𝑌 −۱ = 𝑌−۱𝑋−۱

𝑋 + 𝑌 −۱ ≠ 𝑋−۱ + 𝑌−۱

𝑋𝑇 𝑇 = 𝑋

𝑋 + 𝑌 𝑇 = 𝑋𝑇 + 𝑌𝑇

𝑋𝑌 𝑇 = 𝑌𝑇𝑋𝑇



ماتریس‌متقارن

𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛

X = 𝑋𝑇

(𝑋−۱)𝑇= (𝑋𝑇)−۱=𝑋−𝑇

معکوس‌𝑋𝑇 برابر‌با‌ترانهادة‌𝑋−۱

جمع‌ماتریس‌متقارن؟

ضرب‌دو‌ماتریس‌متقارن؟



ضرب‌عدد‌در‌ماتریس‌

𝑋 ∈ ℝ𝑚×𝑛و 𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑘و‌𝜆,𝜓 ∈ ℝ
𝜆𝑋 = 𝐾و‌𝑘𝑖𝑗 = 𝜆𝑥𝑖𝑗

𝜆𝜓 𝑋 = 𝜆 𝜓𝑋

𝜆 𝑋𝑌 = 𝜆𝑋 𝑌 = 𝑋 𝜆𝑌 = 𝑋𝑌 𝜆

𝜆𝑋 𝑇 = 𝑋𝑇𝜆𝑇 = 𝑋𝑇𝜆 = 𝜆𝑋𝑇

𝜆 + 𝜓 𝑋 = 𝜆𝑋 + 𝜓𝑋
𝜆 X + Y = 𝜆X + 𝜆𝑌



ماتریس‌ها

𝑋ماتریس‌پائین‌مثلثی‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛

شامل‌اعضای‌𝑋𝑖𝑗 𝑖 > 𝑗

تمامی‌اعضای‌بالا‌قطر‌صفر

𝑋ماتریس‌بالا‌مثلثی‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛

شامل‌اعضای‌𝑋𝑖𝑗 𝑖 < 𝑗

تمامی‌اعضای‌پائین‌قطر‌صفر

Qماتریس‌متعامد‌
𝑄𝑄𝑇 = 𝑄𝑇𝑄 = 𝐼



ماتریس‌(‌اثر)رد

𝑡𝑟 𝑋 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑖



گروه‌ها

گروه‌ها

داری‌نقش‌مهم‌در‌علم‌رایانه

رمزنگاری،‌‌نظریه‌اطلاعات،‌و‌گرافیک

:⊗و‌عمل‌𝒢تعریف‌مجموعه‌ 𝒢 × 𝒢 → 𝒢تعریفی‌روی‌این‌مجموعه،‌آن‌گاه‌𝐺 ≔ (𝒢, :گروه‌است‌اگر(⊗

𝑥,𝑦∀بسته‌بودن‌-۱ ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝒢

𝑥,𝑦,𝑧∀شرکت‌پذیری‌-۲ ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑧)

𝑒∃عضو‌خنثی‌‌-۳ ∈ 𝒢∀𝑥 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑒 = 𝑒 ⊗ 𝑥 = 𝑥

𝑥∀عضو‌معکوس‌-۴ ∈ 𝒢∃𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦 ⊗ 𝑥 = 𝑒



گروه‌‌آبلی

:⊗و‌عمل‌𝒢تعریف‌مجموعه‌ 𝒢 × 𝒢 → 𝒢تعریفی‌روی‌این‌مجموعه،‌آن‌گاه‌𝐺 ≔ (𝒢, گروه‌آبلی‌است‌(⊗
:اگر

𝑥,𝑦∀بسته‌بودن‌-۱ ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝒢

𝑥,𝑦,𝑧∀شرکت‌پذیری‌-۲ ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ (𝑦 ⊗ 𝑧)

𝑒∃عضو‌خنثی‌‌-۳ ∈ 𝒢∀𝑥 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑒 = 𝑒 ⊗ 𝑥 = 𝑥

𝑥∀عضو‌معکوس‌-۴ ∈ 𝒢∃𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦 ⊗ 𝑥 = 𝑒

𝑥,𝑦∀جابجاپذیری‌-۵ ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦 ⊗ 𝑥



فضای‌برداری

تعریف

,𝜈)فضای‌بردار‌مقدار‌حقیقی‌ + , :مجموعه‌ای‌‌است‌با‌دو‌عملیات(∙
+: 𝜈 × 𝜈 → 𝜈

∙: ℝ × 𝜈 → 𝜈

به‌طوری‌که

۱-𝜈, آبلی‌است+

توزیع‌پذیری-۲
الف-∀𝜆 ∈ ℝ;  𝒙,𝒚 ∈ 𝑣: 𝜆. 𝒙 + 𝒚 = 𝜆.𝒙 + 𝜆.𝒚

ب-∀𝜆,𝜓 ∈ ℝ; 𝒙 ∈ 𝑣: 𝜆 + 𝜓 .𝒙 = 𝜆.𝒙 + 𝜓.𝒙

𝜆,𝜓∀شرکت‌پذیری‌-۳ ∈ ℝ; 𝒙 ∈ 𝑣: 𝜆.(𝜓.𝒙) = (𝜆𝜓).𝒙

∋ 𝒙∀عضو‌خنثی-۴ 𝑣: 1.𝒙 = 𝒙



زیرفضای‌برداری

تعریف

,𝜈)زیر‌فضای‌بردار‌مقدار‌حقیقی‌ + , :مجموعه‌ای‌است‌دارای‌خواص‌زیر(∙
𝟎 ∈ 𝑆

+: 𝜈 × 𝜈 → 𝜈

∙: ℝ × 𝜈 → 𝜈



زیرفضا

𝐴: 𝑚 × 𝑛

𝐴𝒙 = 𝟎

معادله‌همگن

𝑁 = 𝒙 ∈ ℝ𝑛 𝐴𝒙 = 𝟎
زیرفضا؟

 𝐴𝟎 = 𝟎 ⟹ 𝟎 ∈ 𝑁

 𝒗𝟏, 𝒗𝟐 ∈ 𝑁 ⟹
𝐴𝒗1 = 𝟎 

𝐴𝒗𝟐 = 𝟎 
⟹ 𝐴(𝒗1+𝒗𝟐) = 𝐴𝒗1 + 𝐴𝒗2 = 𝟎 ⟹ 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 ∈ 𝑁

 𝒗𝟏 ∈ 𝑁 ⟹ 𝐴 𝑐𝒗𝟏 = 𝑐𝐴 𝒗𝟏 = 𝑐𝟎 = 𝟎 ⟹ 𝑐𝒗𝟏 ∈ 𝑁

Nفضای‌پوچ‌A



استقلال‌خطی

ترکیب‌خطی
فضای‌برداری‌Vو‌تعدادی‌متناهی‌بردارهای‌𝒙1, ⋯ ,𝒙𝑘 

∈ 𝑉آن‌گاه،‌به‌ازای‌.‌را‌فرض‌می‌کنیم𝝂 ∈ 𝑉

𝝂 = 𝜆1𝒙1 + ⋯ + 𝜆𝑘𝒙𝑘 = ෍

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖𝒙𝑖 ∈ 𝑉

,𝜆1به‌طوری‌که‌  ⋯ ,𝜆𝑘 ∈ ℝترکیبی‌خطی‌از‌بردارهای‌‌،𝒙1, ⋯ ,𝒙𝑘است.

:‌وابستگی‌و‌استقلال‌خطی
𝒙1, ⋯ ,𝒙𝑘 

∈ 𝑉

𝟎اگر‌ترکیب‌موجود‌باشد‌که‌-وابستگی‌خطی‌ = σ𝑖=1
𝑘 𝜆𝑖𝒙𝑖به‌طوری‌که‌حداقل‌یکی‌از‌‌،𝜆𝑖 ≠ 0

𝟎در‌صورتی‌که‌‌-استقلال‌خطی = σ𝑖=1
𝑘 𝜆𝑖𝒙𝑖ترکیبی‌نامهم‌باشد‌،‌.

به‌سخن‌دیگر،‌تمامی‌ضرائب‌برابر‌صفر



ادامه-استقلال‌خطی‌

روش‌بررسی‌وابستگی‌خط‌ها
استفاده‌از‌حذف‌گاوس
نوشتن‌تمامی‌بردارها‌به‌مثابة‌ستون‌های‌ماتریس
پلکانی-اجرای‌حذف‌گاوس‌تا‌رسیدن‌به‌صورت‌ردیف

ستون‌های‌محور‌نشانگر‌بردارهای‌مستقل

ستون‌های‌غیرمحور‌بردارهای‌وابسته‌و‌ترکیبی‌از‌ستون‌های‌محور



ادامه-استقلال‌خطی‌

روش‌بررسی‌وابستگی‌خط‌ها
استفاده‌از‌حذف‌گاوس
نوشتن‌تمامی‌بردارها‌به‌مثابة‌ستون‌های‌ماتریس
پلکانی-اجرای‌حذف‌گاوس‌تا‌رسیدن‌به‌صورت‌ردیف

ستون‌های‌محور‌نشانگر‌بردارهای‌مستقل

ستون‌های‌غیرمحور‌بردارهای‌وابسته‌و‌ترکیبی‌از‌ستون‌های‌محور
۱ ۳ 0
0 0 ۲



ادامه-استقلال‌خطی‌

روش‌بررسی‌وابستگی‌خط‌ها
استفاده‌از‌حذف‌گاوس
نوشتن‌تمامی‌بردارها‌به‌مثابة‌ستون‌های‌ماتریس
پلکانی-اجرای‌حذف‌گاوس‌تا‌رسیدن‌به‌صورت‌ردیف

ستون‌های‌محور‌نشانگر‌بردارهای‌مستقل

ستون‌های‌غیرمحور‌بردارهای‌وابسته‌و‌ترکیبی‌از‌ستون‌های‌محور
۱ ۳ 0
0 0 ۲

۱ ۱ −۱
۲ ۱ −۲

−۳ 0 ۱
۴ ۲ ۱

→



ادامه-استقلال‌خطی‌

روش‌بررسی‌وابستگی‌خط‌ها
استفاده‌از‌حذف‌گاوس
نوشتن‌تمامی‌بردارها‌به‌مثابة‌ستون‌های‌ماتریس
پلکانی-اجرای‌حذف‌گاوس‌تا‌رسیدن‌به‌صورت‌ردیف

ستون‌های‌محور‌نشانگر‌بردارهای‌مستقل

ستون‌های‌غیرمحور‌بردارهای‌وابسته‌و‌ترکیبی‌از‌ستون‌های‌محور
۱ ۳ 0
0 0 ۲

۱ ۱ −۱
۲ ۱ −۲

−۳ 0 ۱
۴ ۲ ۱

→ ⋯ →

۱ ۱ −۱
0 ۱ 0
0 0 ۱
0 0 0



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ ۴ ۳

−۲ 0 −۱

0 ۸ ۵



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ ۴ ۳

−۲ 0 −۱

0 ۸ ۵

۱ ۴ ۳

0 ۸ ۵

0 ۸ ۵



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ ۴ ۳

−۲ 0 −۱

0 ۸ ۵

۱ ۴ ۳

0 ۸ ۵

0 ۸ ۵

۱ ۴ ۳

0 ۸ ۵

0 0 0



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ 0 ۲
۲ ۱ 0
۱

۴

۱ ۱

۱ ۷



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ 0 ۲
۲ ۱ 0
۱

۴

۱ ۱

۱ ۷

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

۱ −۱

۱ −۱



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ 0 ۲
۲ ۱ 0
۱

۴

۱ ۱

۱ ۷

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

۱ −۱

۱ −۱

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

۱ −۱
0 0



مثال

ادامه-استقلال‌خطی‌

۱ 0 ۲
۲ ۱ 0
۱

۴

۱ ۱

۱ ۷

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

۱ −۱

۱ −۱

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

۱ −۱
0 0

۱ 0 ۲
0 ۱ −۴
0
0

0 ۳
0 0



ادامه-استقلال‌خطی‌

پایه‌های‌فضا
بردارهای‌مستقلی‌که‌فضا‌را‌پوشش‌می‌دهند.

ℝ3فضای‌(‌کانونی)پایه‌های‌بندادی‌

۱
0
0

,
0
۱
0

,
0
0
۱

دیگر‌پایه‌ها
۱
0
0

,
۱
۱
0

,
۱
0
۱

،
۰.۵
۰.۸
۰.۴

,
۱.۸
۰.۳
۰.۳

,
−۲.۲
−۱.۳
۳.۵

بعد‌فضا
تعداد‌بردارهای‌پایه‌فضا



پایه‌و‌رتبه

رتبه‌
Rank

نمایش‌با‌𝜌
برابر‌است‌با‌تعداد‌ستون‌های‌مستقل‌ماتریس

که‌خود‌برابر‌است‌با‌تعداد‌ردیف‌های‌مستقل‌آن

ویژگی‌ها
𝜌 𝐴 = 𝜌(𝐴𝑇)
بعد‌زیرفضای‌پوشش‌داده‌شده‌با‌ماتریس‌برابر‌با‌رتبه‌ماتریس
یافتن‌پایه‌ها‌با‌اعمال‌حذف‌گاوس
𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛معکوس‌پذیر‌است‌اگر‌‌فقط‌اگر‌𝜌 𝑋 = 𝑛
𝐴𝒙 = 𝒃حل‌پذیر‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐴|𝒃
𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛آن‌گاه‌‌،𝐴𝒙 = nدارای‌بعد‌𝟎 − 𝜌 𝐴

معروف‌به‌فضای‌پوچ

𝑋 ∈ ℝ𝑚×𝑛رتبه‌تمام‌اگر‌رتبه‌برابر‌با‌بزرگترین‌رتبه‌ممکن‌باشد‌:𝜌 𝑋 = min(𝑚,𝑛)
𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛رتبه‌تمام‌اگر‌دترمینان‌برابر‌مقدار‌غیرصفر
𝒙𝒚𝑇‌:یک-رتبه



ادامه-پایه‌و‌رتبه‌

𝐴 =
۱ 0 ۱

0 ۱ ۱

0 0 0



چهار‌زیرفضای‌بنیادی

𝐴𝑚×𝑛ماتریس‌

𝐴𝑇و‌𝐴شامل‌فضای‌ستون‌و‌فضای‌پوچ‌

𝐴𝒙جهت‌فهم‌در‌سطح‌بالاتر‌ = 𝒃

𝐴ترکیبی‌از‌ستون‌های‌𝐴𝒙قدم‌اول‌
بردارهای‌پرکنندة‌فضای‌ستون‌𝐴‌،𝐶(𝐴)

𝐴𝒙 = 𝒃 دارای پاسخ در صورتی که𝒃در‌فضای‌ستون‌𝐴

«قضیه‌اساسی‌جبر‌خطی»ارتباط‌چهار‌زیرفضا‌در‌قالب‌
استرانگ



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 −۱ −۲ −۳ 0



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 −۱ −۲ −۳ 0

⟹
۱ 0 −۱ −۲ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 0 0 0 0



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 −۱ −۲ −۳ 0

⟹
۱ 0 −۱ −۲ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 0 0 0 0

⟹ ቊ
𝑥۱ − 𝑥۳ − ۲𝑥۴ = 0

𝑥۲ + ۲𝑥۳ − ۳𝑥۴ = 0



محاسبة‌فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
۱ ۲ ۳ ۴ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
۴ ۳ ۲ ۱ 0

⟹
۱ ۱ ۱ ۱ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 −۱ −۲ −۳ 0

⟹
۱ 0 −۱ −۲ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 0 0 0 0

⟹ ቊ
𝑥۱ − 𝑥۳ − ۲𝑥۴ = 0

𝑥۲ + ۲𝑥۳ − ۳𝑥۴ = 0
 ⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳ + 𝑥۴



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱

+ 𝑥۴

۲



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱
−۲

+ 𝑥۴

۲
−۳



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱
−۲
۱ + 𝑥۴

۲
−۳
0



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱
−۲
۱
0

+ 𝑥۴

۲
−۳
0
۱



محاسبه‌فضای‌پوچ
⟹ ቊ

𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴
𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱
−۲
۱
0

+ 𝑥۴

۲
−۳
0
۱

𝑁 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(

۱
−۲
۱
0

,

۲
−۳
0
۱

)



و‌فضای‌ستون فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑐 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(
۱
۲
۳

,
۱
۱
۴

,
۱
۴
۱

,
۱
۳
۲

)

𝑁 𝐴 = {𝒙 ∈ ℝ۴|𝐴𝒙 = 𝟎}

⟹
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

⟹
۱ 0 −۱ −۲ 0
0 ۱ ۲ ۳ 0
0 0 0 0 0

 ⟹ ቊ
𝑥۱ = 𝑥۳ + ۲𝑥۴

𝑥۲ = −۲𝑥۳ + ۳𝑥۴

⟹

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

= 𝑥۳

۱
−۲
۱
0

+ 𝑥۴

۲
−۳
0
۱

⟹ 𝑁 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(

۱
−۲
۱
0

,

۲
−۳
0
۱

)



و‌فضای‌ستون فضای‌پوچ

𝐴 =
۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۲ ۳ ۴
۴ ۳ ۲ ۱

𝑥۱
𝑥۲
𝑥۳
𝑥۴

=
0
0
0

𝑐 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(
۱
۲
۳

,
۱
۱
۴

,
۱
۴
۱

,
۱
۳
۲

)

𝑁 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(

۱
−۲
۱
0

,

۲
−۳
0
۱

)

𝑁(𝐴)شرط‌استقلال‌خطی‌ = {𝟎} ⟺
ستون‌های‌فضای‌ستون،‌پایه‌ها‌نیستند



و‌فضای‌ستون فضای‌پوچ
𝑥۱

۱
۲
۳

+ 𝑥۲
۱
۱
۴

+ 𝑥۳
۱
۴
۱

+ 𝑥۴
۱
۳
۲

= 𝟎

𝑥۳ = 0 ⟹ 𝑥۱
۱
۲
۳

+ 𝑥۲
۱
۱
۴

= −𝑥۴
۱
۳
۲

, 𝑥۴ = −۱ ⟹ 𝑥۱
۱
۲
۳

+ 𝑥۲
۱
۱
۴

=
۱
۳
۲

⟹ 𝑥۱ = ۲, 𝑥۲ = −۱

𝑥۴ = 0 ⟹ 𝑥۱
۱
۲
۳

+ 𝑥۲
۱
۱
۴

= −𝑥۳
۱
۱
۴

, 𝑥۳ = −۱ ⟹ 𝑥۱
۱
۲
۳

+ 𝑥۲
۱
۱
۴

=
۱
۴
۱

⟹ 𝑥۱ = ۳, 𝑥۲ = −۲

پس‌امکان‌تغییر‌پوشش‌فضای‌ستون

𝑐 𝐴 = 𝑠𝑝𝑎𝑛(
1
2
3

,
1
1
4

)



چهار‌فضا-مثال



چهار‌فضا-مثال

𝐶 𝐴 =
1
0
0

,
0
1
0

فضای‌ستون

𝑁 𝐴𝑇 =
0
0
1

فضای‌ترانهاده‌پوچ

𝐶 𝐴𝑇 =

1
0
2
3

,

0
1
4
5

فضای‌ردیف

𝑁 𝐴 =

−2
−4
1
0

,

−3
−5
0
1

فضای‌پوچ



𝐴𝑚×𝑛چهار‌فضای‌
فضای‌ردیف‌عمود‌بر‌فضای‌پوچ

𝐴𝒙 = 𝟎 ⇔

۱ دیفر
⋯

𝑚ردیف
𝒙 =

0
⋯
0

𝒙۱عمود‌بر‌ردیف‌

⋯

𝒙عمود‌بر‌ردیف‌𝑚

فضای‌ستون‌عمود‌بر‌فضای‌ترانهادة‌پوچ
 هر بردار𝒃 = 𝐴𝒙 عمود بر هر راه حل𝑨𝑻𝒚 = 𝟎

𝐴𝒙 𝑻𝒚 = 𝒙𝑻 𝐴𝑇𝒚 = 0

𝐶فضای‌ستون‌ 𝐴و‌فضای‌ردیف‌𝐶 𝐴𝑇دارای‌بعد‌برابر‌با‌رتبة‌𝑟

Nفضای‌پوچ‌ 𝐴دارای‌بعد‌𝑛 − 𝑟

𝑁فضای‌ترانهادة‌پوچ‌ 𝐴𝑇دارای‌بعد‌m − 𝑟



نُرم
بعدی‌به‌عددی‌نامنفیnنگاشتی‌است‌از‌فضای‌ 

𝒙اندازه‌گیری‌طول‌بردار‌   ∈ ℝ𝑛

𝒙 ۱ ≝ ෍

𝑖=۱

𝑛

𝑥𝑖

𝒙 ۲ ≝ ෍

𝑖=۱

𝑛

𝑥𝑖
۲

۱
۲

= 𝒙𝑇𝒙
۱
۲

𝒙 ∞ ≝ max
𝑖=۱,۲,…,𝑛

𝑥𝑖

تناظر‌آ‌ن‌ها‌با‌تعاریف‌محدوده
𝒙 ∞ ≤ 𝒙 ۱ ≤ 𝑛 𝒙 ∞

𝒙 ∞ ≤ 𝒙 ۲ ≤ 𝑛 𝒙 ∞



ادامه-نُرم‌
ویژگی‌ها

𝒙 + 𝒛 ≤ 𝒙 + 𝒛 , ∀𝒙, 𝒛 ∈ ℝ𝑛

ضریبی‌از‌یکدیگر‌باشند𝒛و‌𝒙تساوی‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌بردارهای‌

𝒙 = 0 ⟹ 𝒙 = 𝟎

𝛼𝒙 = 𝛼 𝒙 , ∀𝛼 ∈ ℝ, 𝒙 ∈ ℝ𝑛



ادامه-نُرم‌
شوارتز-نامساوی‌کوشی 

𝒙𝑇𝒛 ≤ 𝒙 𝒛 , 

ضریبی‌از‌یکدیگر‌باشند𝒛و‌𝒙تساوی‌اگر‌و‌فقط‌اگر‌بردارهای‌



𝐴 ۱ ≝ max
𝑗=۱,۲,…,𝑛

෍

𝑖=۱

𝑚

𝐴𝑖𝑗

𝐴 ۲ ≝ مقدارویژه بزرگترین 𝐴𝑇𝐴
۱
۲

𝐴 ∞ ≝ max
𝑖=۱,۲,…,𝑚

෍

𝑗=۱

𝑛

𝐴𝑖𝑗

نرم‌ماتریس‌ها



نرم‌ماتریس‌ها

نرم‌فروبنیوس‌

𝐴 𝐹 ≝ ෍

𝑖=۱

𝑚

෍

𝑗=۱

𝑛

𝐴𝑖𝑗
۲

۱
۲



ویژگی‌ها-نرم‌ماتریس‌ها

𝐴𝐵 ≤ 𝐴 𝐵

(شرط)عدد‌وضعیت‌
𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱

•𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱

•𝜅 𝑄خوش‌وضعیتی»:کوچک»
•𝜅 𝑄بدوضعیتی:بزرگ!
𝜅گاهی‌اوقات‌امکان‌تعریف‌• 𝑄با‌مقادیر‌ویژه

چه‌مواقعی؟•



(پراجکشن)تصویر‌

x۱

x۲



(پراجکشن)تصویر‌

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌ ⟹ 𝒙𝑡 =

𝒙۱ 𝒙۲ cos𝜃

𝒙۱

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌ ⟹ 𝒙𝑡 =

𝒙۱ 𝒙۲ cos𝜃

𝒙۱

֜
∗∗

𝒙𝑡 =
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌ ⟹ 𝒙𝑡 =

𝒙۱ 𝒙۲ cos𝜃

𝒙۱

֜
∗∗

𝒙𝑡 =
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

𝒙𝑡= 𝒙𝑡
𝒙۱
𝒙۱

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌ ⟹ 𝒙𝑡 =

𝒙۱ 𝒙۲ cos𝜃

𝒙۱

֜
∗∗

𝒙𝑡 =
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

𝒙𝑡= 𝒙𝑡
𝒙۱
𝒙۱

=
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

𝒙۱
𝒙۱

x۱

x۲

xt



(پراجکشن)تصویر‌

cos𝜃 =
𝒙𝑡

𝒙۲
⟹ 𝒙𝑡 = 𝒙۲ cos𝜃 *

𝒙۱. 𝒙۲ = 𝒙۱ 𝒙۲ cos 𝜃 **

֜
∗ 𝒙۱

𝒙۱
در*ضرب‌ ⟹ 𝒙𝑡 =

𝒙۱ 𝒙۲ cos𝜃

𝒙۱

֜
∗∗

𝒙𝑡 =
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

𝒙𝑡= 𝒙𝑡
𝒙۱
𝒙۱

=
𝒙۱.𝒙۲

𝒙۱

𝒙۱
𝒙۱

⟹ 𝒙𝑡 =
𝒙۱.𝒙۲
𝒙۱

۲ 𝒙۱

x۱

x۲

xt



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

x۱

x۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱

x۱

x۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

x۱

x۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲ x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲ , 𝒚۳ =
𝒚۳
𝒚۳

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲ , 𝒚۳ =
𝒚۳
𝒚۳

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲ , 𝒚۳ =
𝒚۳
𝒚۳

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

 ⋮

 𝑋𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳, … , 𝒙𝒌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒌−۱, 𝒙𝒌

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X

به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲ , 𝒚۳ =
𝒚۳
𝒚۳

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

 ⋮

 𝑋𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳, … , 𝒙𝒌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒌−۱, 𝒙𝒌

 ⟹ 𝒚𝒌 = 𝒙𝒌 − σ𝒊=۱
𝒌−۱ 𝒙𝒌.𝒚𝒊 𝒚𝒊

𝒚𝑖
۲  

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X

به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲ = 𝒙۲ −
𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ , 𝒚۲ =

𝒚۲
𝒚۲

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳ = 𝒙۳ −
𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱

𝒚۱
۲ −

𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲
𝒚۲

۲ , 𝒚۳ =
𝒚۳
𝒚۳

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

 ⋮

 𝑋𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳, … , 𝒙𝒌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒌−۱, 𝒙𝒌

 ⟹ 𝒚𝒌 = 𝒙𝒌 − σ𝒊=۱
𝒌−۱ 𝒙𝒌.𝒚𝒊 𝒚𝒊

𝒚𝑖
۲  , 𝒚𝒌 =

𝒚𝒌

𝒚𝒌

x۱

x۲
y۲



روش‌گرام‌اشمیت

{𝒙۱,𝒙۲,𝒙۳, … ,𝒙𝑘}پایه‌ای‌برای‌X
به‌دنبال‌پایه‌‌‌یکه‌متعامد

 𝑋۱ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱ ⟹ 𝒚۱ =
𝒙۱
𝒙۱

 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒙۲ 

 ⟹ 𝒚۲
′ = 𝒙۲ −

𝒙۲.𝒚۱ 𝒚۱
𝒚۱

۲ , 𝒚۲ =
𝒚۲

′

𝒚۲
′

⟹ 𝑋۲ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲ 

 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒙۳

 ⟹ 𝒚۳
′ = 𝒙۳ −

𝒙۳.𝒚۱ 𝒚۱
𝒚۱

۲ −
𝒙۳.𝒚۲ 𝒚۲

𝒚۲
۲ , 𝒚۳ =

𝒚۳
′

𝒚۳
′

⟹ 𝑋۳ = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, 𝒚۳

 ⋮

 𝑋𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒙۱, 𝒙۲, 𝒙۳, … , 𝒙𝒌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒌−۱, 𝒙𝒌

 ⟹ 𝒚𝒌
′ = 𝒙𝒌 − σ𝒊=۱

𝒌−۱ 𝒙𝒌.𝒚𝒊 𝒚𝒊

𝒚𝑖
۲  , 𝒚𝒌 =

𝒚𝒌
′

𝒚𝒌
′ ⟹ 𝑋𝑘 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 𝒚۱, 𝒚۲, … , 𝒚𝒌

x۱

x۲
y۲



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا



پائین‌ماتریس-تجزیة‌بالا

https://learn.lboro.ac.uk/archive/olmp/olmp_resources/pages/workbooks_1_50_jan2008/Workbook30/30_3_lu_decmp.pdf



پائین‌ماتریس-بررسی‌وجود‌تجزیة‌بالا

تمامی‌زیر‌ماتریس‌ها‌معکوس‌پذیر
دترمینان‌غیرصفر

https://learn.lboro.ac.uk/archive/olmp/olmp_resources/pages/workbooks_1_50_jan2008/Workbook30/30_3_lu_decmp.pdf



QRتجزیه‌

Qبردار‌متعامد‌یکه

Rماتریس‌بالا‌مثلثی

اشمیت-استفاده‌از‌گرم

A=

1 2 4
0 0 5
0 3 6

𝑞1 =
1
0
0

𝑞2
′ = 𝑎2 − 𝑎2. 𝑞1 𝑞1 =

2
0
3

− 2
1
0
0

=
0
0
3

𝑞2 =
𝑞2

′

3
=

0
0
3
3

=
0
0
1

𝑞3
′ = 𝑎3 − 𝑎3. 𝑞1 𝑞1 − 𝑎3. 𝑞2 𝑞2 =

4
5
6

− 4
1
0
0

− 6
0
0
1

=
0
5
0

𝑞3 =
𝑞3

′

3
=

0
5
0
5

=
0
1
0



QRتجزیه‌

Qبردار‌متعامد‌یکه

Rماتریس‌بالا‌مثلثی

اشمیت-استفاده‌از‌گرم

A=

1 2 4
0 0 5
0 3 6

𝐴 = 𝑄𝑅

1 2 4
0 0 5
0 3 6

=
1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 2 4
0 3 6
0 0 5

𝑎1 = 1𝑞1

𝑎2 = 2𝑞1 + 3𝑞2

𝑎3 = 4𝑞1 + 6𝑞2 + 5𝑞3

𝑅 = 𝑄𝑇𝐴



تجزیه‌کولسکی

𝑋 = ൝
مثلثیپائین‌تجزیه‌

مثلثیتجزیه‌بالا

𝑋 = 𝑋𝑇 , 𝑥𝑖𝑗 = 𝑥𝑗𝑖

𝑋 = ൝
مثلثیپائین‌تجزیه‌

مثلثی‌پائین‌جزیهرانهاده‌تت
𝑋 = 𝐿𝐿𝑇



تجزیه‌کولسکی

𝑋 = 𝐿𝐿𝑇

𝑙𝑘𝑖 =
𝑥𝑘𝑖 − σ𝑗=1

𝑖−1 𝑙𝑖𝑗𝑙𝑘𝑗

𝑙𝑖𝑖
, ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘 − 1}

𝑙𝑘𝑘 = 𝑥𝑘𝑘 − ෍

𝑗=1

𝑘−1

𝑙𝑘𝑗
2

X=

𝑥11 ⋯ 𝑥𝑛1

⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛1 ⋯ 𝑥𝑛𝑛

L =

𝑙11

𝑙21 𝑙22

𝑙31

⋮
𝑙𝑛1

𝑙32

⋮
𝑙𝑛2

𝑙33

⋱
… 𝑙𝑛𝑛

Numerical Methods for Engineers, 6th ed, 2009



𝑙𝑘𝑖تجزیه‌کولسکی =
𝑥𝑘𝑖 − σ𝑗=1

𝑖−1 𝑙𝑖𝑗𝑙𝑘𝑗

𝑙𝑖𝑖
, ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘 − 1}

𝑙𝑘𝑘 = 𝑥𝑘𝑘 − ෍

𝑗=1

𝑘−1

𝑙𝑘𝑗
2

X =
6 15 55

15 55 225
55 225 979

Numerical Methods for Engineers, 6th ed, 2009

𝑘 = 1: {𝑖 = 1: 𝑙11 = 𝑥11 = 6 = 2.4495

𝑘 = 2:

𝑖 = 1: 𝑙21 =
𝑥21

𝑙11
=

15

2.4495
= 6.1237

𝑖 = 2: 𝑙22 = 𝑥22 − 𝑙21
2 = 55 − 6.12372 = 4.1833

𝑘 = 3:

𝑖 = 1: 𝑙31 =
𝑥31

𝑙11
=

55

2.4495
= 22.454

𝑖 = 2: 𝑙32 =
𝑥32 − 𝑙21𝑙31

𝑙22
=

225 − 6.1237(22.454)

4.1833
= 20.917

𝑖 = 3: 𝑙33 = 𝑥33 − 𝑙31
2 − 𝑙32

2 = 979 − 22.4542 − 20.9172 = 6.1101



ماتریس‌ها

ماتریس‌مثبت‌معین
ماتریس‌مربعی‌که

𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0 ∀𝑥 ∈ ℝ𝑁

روش‌های‌تشخیص‌مثبت‌معینی‌ماتریس
دترمینان‌‌کهاد‌ماتریس

محاسبة‌بردارویژه‌های‌ماتریس

فاکتورگیری‌کولسکی

ماتریس‌مثبت‌نیمه‌معین
𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0 ∀𝑥 ∈ ℝ𝑁



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 =



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲ > 0



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲ > 0

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۳



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲ > 0

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۳

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 =



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲ > 0

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۳

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۳

𝑥۱
𝑥۲



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + ۹𝑥۲
۲ > 0

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۳

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۳

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۳𝑥۲

۲



ماتریس‌ها‌متقارن،‌مثبت‌معین

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۵

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۵

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۵𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ + 𝑥۲
۲ > 0

مثال

𝐴۱ =
۹ ۶
۶ ۳

𝒙𝑇𝐴۱𝒙 = 𝑥۱ 𝑥۲
۹ ۶
۶ ۳

𝑥۱
𝑥۲

= ۹𝑥۱
۲ + ۱۲𝑥۱𝑥۲ + ۳𝑥۲

۲

= ۳𝑥۱ + ۲𝑥۲ ۲ − 𝑥۲
۲



منفرد-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه،‌تجزیه‌مقدار

𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛,𝜆 ∈ ℝ

𝒙 ∈ ℝ𝑛\{𝟎}
𝐴𝒙 = 𝜆𝒙

دو‌بردار‌نشانگر‌یک‌جهت:هم‌جهتی
دو‌بردار‌موازی:هم‌خطی

فرض‌𝑐 ∈ ℝ\{0}

𝐴 𝑐𝒙 = 𝑐𝐴𝒙 = 𝑐𝜆𝒙 = 𝜆(𝑐𝒙)

Aبردار‌ویژه‌𝒙پس‌تمامی‌بردارهای‌هم‌جهت‌



منفرد-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه،‌تجزیه‌مقدار

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙



منفرد-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه،‌تجزیه‌مقدار

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙

𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 𝟎



منفرد-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه،‌تجزیه‌مقدار

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙

𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 𝟎

ൠ
𝒙 = 𝟎
𝑀 = 0

𝑀𝒙 = 𝟎



منفرد-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه،‌تجزیه‌مقدار

𝐴𝒙 = 𝜆𝒙

𝐴 − 𝜆𝐼 𝒙 = 𝟎

ൠ
𝒙 = 𝟎
𝑀 = 0

𝑀𝒙 = 𝟎

|𝐴 − 𝜆𝐼| = 𝟎



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲

⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
−۳𝑥۱
−۳𝑥۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲

⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
−۳𝑥۱
−۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲

⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
−۳𝑥۱
−۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

 ⟹ ۵𝑥۱ = −۲𝑥۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲

⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲

⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
−۳𝑥۱
−۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

 ⟹ ۵𝑥۱ = −۲𝑥۲ ⟹ 𝑝۱ =
۲

−۵



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۲
۵ −۱ ⟹ 𝐴 − 𝜆𝐼 =

۲ ۲
۵ −۱ − 𝜆

۱ 0
0 ۱

=
۲ ۲
۵ −۱ −

𝜆 0
0 𝜆

 =
۲ − 𝜆 ۲
۵ −۱ − 𝜆

= ۲ − 𝜆 −۱ − 𝜆 − ۱۰ = 𝜆۲ − 𝜆 − ۱۲ ⟹ ቊ
𝜆۱ = −۳
𝜆۲ = ۴

𝜆۱ = −۳ ⟹
۲ ۲
۵ −۱

𝑥۱
𝑥۲

= 𝜆۱
𝑥۱
𝑥۲

⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
−۳𝑥۱
−۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = −۳𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = −۳𝑥۲

 ⟹ ۵𝑥۱ = −۲𝑥۲ ⟹ 𝑝۱ =
۲

−۵

𝜆۲ = ۴ ⟹
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲
۵𝑥۱ − 𝑥۲

=
۴𝑥۱
۴𝑥۲

⟹ ቊ
۲𝑥۱ + ۲𝑥۲ = ۴𝑥۱
۵𝑥۱ − 𝑥۲ = ۴𝑥۲

⟹ 𝑥۱ = 𝑥۲ ⟹ 𝑝۲ =
۱
۱



بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه؟

مقدارویژه/مقدمات‌بردار
تبدیل‌خطی
دترمینان
دستگاه‌های‌خطی

تغییر‌پایه



بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه؟

𝐴𝒙 = 𝒃:
حل‌دستگاه‌معادلات‌جبری
(تبدیل‌برداری‌به‌بردار‌دیگر‌با‌ترکیب‌خطی)نگاشت‌خطی‌

تبدیل
چرخش
مقیاس‌بندی

مسائل‌استخراج‌پذیر
مقدار‌𝒃

مقدار‌𝒙

𝒙 = 𝐴−۱𝒃

تحلیل‌ماتریس‌تبدیل
نیاز‌به‌بردارویژه‌و‌مقدارویژه

بردارویژه‌جهتی‌که‌ماتریس‌مانند‌مقیاس‌و‌ضریب‌عمل‌می‌کند.
مقدار‌ضریب‌برابر‌مقدارویژه



ادامه-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه؟‌

بردارویژه‌جهتی‌که‌ماتریس‌تبدیل‌جهت‌را‌تغییر‌نمی‌دهد
با‌یافتن‌بردارهای‌ویژه‌در‌ماتریس‌چرخش

یافتن‌محورهای‌چرخش

دترمینان‌ماتریس‌برابر‌است‌با‌مقداری‌که‌ناحیه‌ای‌را‌تغییر‌می‌دهد
دترمینان‌برابر‌با‌حاصلضرب‌مقادیر‌ویژه

به‌زبان‌نادقیق
مقادیر‌ویژه‌برابر‌اعوجاج‌حاصل‌از‌تبدیل‌است
بردارهای‌ویژه‌چگونگی‌چرخش‌اعوجاج‌را‌ابراز‌می‌کنند

نقطه‌تلاقی‌پی‌سی‌ای

آخرین‌تفسیر
منطق‌شکست



ادامه-بردار‌ویژه،‌مقدار‌ویژه؟‌

کاربردها
زنجیرة‌مارکوف‌و‌پیاده‌روی‌تصادفی
کاهش‌بعد



تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی

مزایای‌قطری‌سازی
راحتی‌محاسبة‌دترمینان‌و‌توان‌رسانی‌و‌معکوس‌گیری

مشابه‌اگرDو‌Aدو‌ماتریس‌
𝐷 =  𝑃−۱𝐴𝑃

قضیه‌تجزیه‌ویژه

𝐴ماتریس‌مربع‌ ∈ ℝ𝑛×𝑛را‌می‌توان‌به‌صورت‌𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−۱تجزیه‌کرد
𝑃 ∈ ℝ𝑛×𝑛که‌ستون‌های‌آن‌متناظر‌بردارویژه‌های‌A

 𝐷ماتریس‌قطری‌که‌درایه‌ها‌روی‌قطر‌برابر‌مقادیرویژة‌Aهستند
مقدار‌𝐷𝑖𝑖متناظر‌بردارویژه‌𝒑𝒊



ادامه-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

قضیه‌

𝑀متقارنماتریس‌ ∈ ℝ𝑛×𝑛را‌همیشه‌می‌توان‌قطری‌نوشت‌.



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱

⟹ 𝑃 = 𝑝۱, 𝑝۲



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱

⟹ 𝑃 = 𝑝۱, 𝑝۲ ⟹ 𝑃 =
1

۲
۱ ۱

−۱ ۱



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱

⟹ 𝑃 = 𝑝۱, 𝑝۲ ⟹ 𝑃 =
1

۲
۱ ۱

−۱ ۱ ⟹ 𝑃−۱𝐴𝑃=
۱ 0
0 ۳

= 𝐷



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱

⟹ 𝑃 = 𝑝۱, 𝑝۲ ⟹ 𝑃 =
1

۲
۱ ۱

−۱ ۱ ⟹ 𝑃−۱𝐴𝑃=
۱ 0
0 ۳

= 𝐷

𝑃−۱ = 𝑃𝑇



مثال-تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴 =
۲ ۱
۱ ۲ ⟹ ቊ

𝜆۱ = ۱
𝜆۲ = ۳ ⟹ ൞

𝑝1 =
۱
۲

۱
−۱

𝑝۲ =
۱
۲

۱
۱

⟹ 𝑃 = 𝑝۱, 𝑝۲ ⟹ 𝑃 =
1

۲
۱ ۱

−۱ ۱ ⟹ 𝑃−۱𝐴𝑃=
۱ 0
0 ۳

= 𝐷

𝑃−۱ = 𝑃𝑇

⟹
۲ ۱
۱ ۲

𝐴

=
۱
۲

۱ ۱
−۱ ۱

𝑃

۱ 0
0 ۳

𝐷

۱
۲

۱ −۱
۱ ۱

𝑃𝑇



ویژگی‌ها–تجزیه‌ویژه‌و‌قطری‌سازی‌

𝐴𝑘 = (𝑃𝐷𝑃−۱)𝑘 = 𝑃𝐷𝑘𝑃−۱

𝐴 = 𝑃𝐷 𝑃−۱ = 𝑃 𝐷 𝑃−۱ = 𝐷 = ς𝑖 𝐷𝑖𝑖 = ς𝑖 𝜆𝑖

𝜌 𝐴 = 𝜌 𝐷

اعمال‌پذیر‌بر‌ماتریس‌های‌مربع



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی

تنها‌محدودیت
خطی‌بودن



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی

تنها‌محدودیت
خطی‌بودن

تقریب‌ذهن

مستقیم‌باقی‌ماندن‌خط‌مستقیم‌پس‌از‌اعمال‌با‌عملیات‌خطی‌



تجزیة‌مقدار‌تکین

امکان‌اعمال‌هر‌عملی‌اعم‌از‌کشیدگی،‌فشردگی‌یا‌چرخش‌بر‌مربعی

تنها‌محدودیت
خطی‌بودن

تقریب‌ذهن

مستقیم‌باقی‌ماندن‌خط‌مستقیم‌پس‌از‌اعمال‌با‌عملیات‌خطی‌



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝑀

ویکی



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
دوبعدی

ولی‌امکان‌تعمیم‌nبعدی



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
دوبعدی

ولی‌امکان‌تعمیم‌nبعدی
فرض‌ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

با‌اعمال‌Aچه‌اتفاقی‌برای‌مختصات‌روبرو‌خواهد‌افتاد؟



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
دوبعدی

ولی‌امکان‌تعمیم‌nبعدی
فرض‌ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

با‌اعمال‌Aچه‌اتفاقی‌برای‌مختصات‌روبرو‌خواهد‌افتاد؟

چرخش

کشش‌یا‌فشردن‌بردار

یکسان‌برای‌همه‌بردارها



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

بعدیnتعمیم‌
تبدیل‌به‌ابربیضی

بردارهای‌نرمال‌عمود𝒖۱تا𝒖𝒏

ضرائب‌𝜎۱تا‌𝜎𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

بعدیnتعمیم‌
تبدیل‌به‌ابربیضی

بردارهای‌نرمال‌عمود𝒖۱تا𝒖𝒏
یکانی

ضرائب‌𝜎۱تا‌𝜎𝑛

مقادیر‌تکین

تاثیر‌آنها؟



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴𝒗۱ = 𝜎۱𝒖۱



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴𝒗۱ = 𝜎۱𝒖۱
𝐴𝒗𝒊 = 𝜎𝑖𝒖𝒊, 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌

 تعمیمnبعدی
 ماتریس𝑨 ∈ ℝ𝒎×𝒏

𝐴𝒗۱ = 𝜎۱𝒖۱
𝐴𝒗𝒊 = 𝜎𝑖𝒖𝒊, 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛

𝐴𝑚×𝑛 [𝒗۱𝒗۲ … 𝒗𝒏]𝑛×𝑛= 𝒖۱𝒖۲ … 𝒖𝒏 𝑚×𝑛

𝜎۱ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜎𝑛 𝑛×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
 ماتریس𝑨 ∈ ℝ𝒎×𝒏

𝐴𝒗۱ = 𝜎۱𝒖۱
𝐴𝒗𝒊 = 𝜎𝑖𝒖𝒊, 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛

𝐴𝑚×𝑛 [𝒗۱𝒗۲ … 𝒗𝒏]𝑛×𝑛= 𝒖۱𝒖۲ … 𝒖𝒏 𝑚×𝑛

𝜎۱ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜎𝑛

𝑛×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
 ماتریس𝑨 ∈ ℝ𝒎×𝒏

𝐴𝒗۱ = 𝜎۱𝒖۱
𝐴𝒗𝒊 = 𝜎𝑖𝒖𝒊, 𝑖 = ۱, ۲, … , 𝑛

𝐴𝑚×𝑛 [𝒗۱𝒗۲ … 𝒗𝒏]𝑛×𝑛= 𝒖۱𝒖۲ … 𝒖𝒏 𝑚×𝑛

𝜎۱ 0 0
0 ⋱ 0
0 0 𝜎𝑛 𝑛×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ

Vچرخش

෠Σکشیدن‌یا‌فشردن

෡𝑈چرخش



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ

Vچرخش‌(تبدیل‌یکانی‌unitary transformation)

෠Σکشیدن‌یا‌فشردن

෡𝑈چرخش



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ

Vچرخش‌(تبدیل‌یکانی‌unitary transformation)
𝑉−۱ = 𝑉𝑇

෠Σکشیدن‌یا‌فشردن

෡𝑈چرخش



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ

𝐴V𝑉−۱ = ෡𝑈 ෠Σ𝑉−۱



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱فرض‌نمایش‌دایره‌ای‌با‌بردارهای‌عمود‌بر‌هم‌
تعمیم‌nبعدی
ماتریس‌𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴V = ෡𝑈 ෠Σ

𝐴V𝑉−۱ = ෡𝑈 ෠Σ𝑉−۱

𝐴 = ෡𝑈 ෠Σ𝑉𝑇

تجزیة‌مقدار‌تکین‌کاهیده



تجزیة‌مقدار‌تکین

تجزیة‌مقدار‌تکین‌کاهیده
𝐴 ∈ ℝ𝑚×𝑛

𝐴𝑚×𝑛 = ෡𝑈𝑚×𝑛
෡Σ𝑛×𝑛𝑉𝑇

𝑛×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

تجزیة‌مقدار‌تکین‌کاهیده

𝐴𝑚×𝑛 = ෡𝑈𝑚×𝑛
෡Σ𝑛×𝑛𝑉𝑇

𝑛×𝑛

෡𝑈بردار‌نرمال‌متعامد‌به‌(m-n)چند‌افزودن
متعاقبا‌افزودن‌چند‌سطر‌صفر‌به‌انتهای‌෠Σ

𝐴𝑚×𝑛 = 𝑈𝑚×𝑚Σ𝑚×𝑛𝑉𝑇
𝑛×𝑛



تجزیة‌مقدار‌تکین

تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑚×𝑛 = 𝑈𝑚×𝑚Σ𝑚×𝑛𝑉𝑇
𝑛×𝑛



تجزیه‌مقدار‌تکین

𝒗۲و‌𝒗۱با‌دو‌بردار‌پایة‌𝒙نمایش‌بردار‌دلخواه‌
𝒙 = 𝒙 ⋅ 𝒗۱ 𝒗۱ + 𝒙 ⋅ 𝒗۲ 𝒗۲

𝑀ضرب‌هر‌دو‌طرف‌با‌ماتریس‌تبدیل‌
𝑀𝒙 = 𝒙 ⋅ 𝒗۱ 𝑀𝒗۱ + 𝒙 ⋅ 𝒗۲ 𝑀𝒗۲

𝒖𝑖𝜎𝑖با‌𝑀𝒗۱امکان‌نوشتن‌

𝑀𝒙 = 𝒙 ⋅ 𝒗۱ 𝒖۱𝜎۱ + 𝒙 ⋅ 𝒗۲ 𝒖۲𝜎۲

𝒙چون‌ ⋅ 𝒗۱ = 𝒙𝑇𝒗۱ = 𝒗۱
𝑇𝒙

𝑀𝒙 = 𝒖۱𝜎۱𝒗۱
𝑇𝒙 + 𝒖۲𝜎۲𝒗۲

𝑇𝒙

𝐴𝒙داریم = 𝐵𝒙 ⟺ 𝐴 = 𝐵

𝑀 = 𝒖۱𝜎۱𝒗۱
𝑇 + 𝒖۲𝜎۲𝒗۲

𝑇

۲نمایش‌با‌ماتریس‌ × ۲

𝑀 = 𝒖۱ 𝒖۲
𝑼

𝜎۱ 0
0 𝜎۲

𝚺
ถ

𝒗۱
𝑇

𝒗۲
𝑇

V𝑻



تجزیة‌مقدار‌تکین

قضیه

𝐴هر‌ماتریس‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛دارای‌تجزیة‌مقدار‌تکین‌است



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇

𝐴𝑇𝐴𝑉



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇

𝐴𝑇𝐴𝑉 = 𝑉Σ۲𝑉𝑇V



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇

𝐴𝑇𝐴𝑉 = 𝑉Σ۲𝑉𝑇V

= 𝑉Σ۲



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇

𝐴𝑇𝐴𝑉 = 𝑉Σ۲𝑉𝑇V

𝐴𝑇𝐴𝑉 = 𝑉Σ۲

𝜆𝑖 = 𝜎𝑖
۲



تجزیة‌مقدار‌تکین

𝐴𝑇𝐴 = (𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝑈𝑇𝑈Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ𝐼Σ𝑉𝑇

= 𝑉Σ۲𝑉𝑇

𝐴𝑇𝐴𝑉 = 𝑉Σ۲𝑉𝑇V

= 𝑉Σ۲

𝐴𝐴𝑇 = 𝑈Σ𝑉𝑇(𝑈Σ𝑉𝑇)𝑇

= 𝑈Σ𝑉𝑇𝑉Σ𝑈𝑇

= 𝑈Σ𝐼Σ𝑈𝑇

= 𝑈Σ۲𝑈𝑇

𝐴𝐴𝑇𝑈 = 𝑈Σ۲𝑈𝑇U

= 𝑈Σ۲



تکین-تجزیه‌مقدار

قضیه‌ت‌م‌ت
𝐴ماتریس‌مربع‌ ∈ ℝ𝑚×𝑛دارای‌رتبة‌𝜌 𝐴 ∈ [0, کــم 𝑚,𝑛 :‌‌Aت‌م‌ت‌.‌باشد[

𝐴 =  𝑈Σ 𝑉𝑇

𝑈 ∈ ℝ𝑚×𝑚با‌ستون‌های‌(‌یکانی)ماتریس‌متعامد‌واحد‌𝒖𝑖

𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑛با‌ستون‌های‌(‌یکانی)ماتریس‌متعامد‌واحد‌‌𝒗𝑖

Σ ∈ ℝ𝑚×𝑛با‌Σ𝑖𝑖 = 𝜎𝑖 ≥ Σ𝑖𝑗و‌0 = 0

𝜎𝑖مقادیر‌قطری‌است‌که‌مقدار‌تکین‌خوانده‌می‌شوند

𝑢𝑖چپ-بردار‌تکین

𝑣𝑖راست-بردار‌تکین

قرارداد‌:𝜎۱ ≥ 𝜎۲ ≥ 𝜎۳ ≥ 𝜎𝑟 ≥ 0



ادامه-تکین‌-تجزیه‌مقدار

Σ ∈ ℝ𝑚×𝑛

نیاز‌به‌پرکردن‌با‌صفر‌خاصه‌𝑚 > 𝑛



ادامه-تکین‌-تجزیه‌مقدار

𝐴 =  𝑈Σ 𝑉𝑇 = 𝜎۱𝒖۱𝒗۱
𝑇 + 𝜎۲𝒖۲𝒗۲

𝑇 + ⋯



𝐴مثال--منفرد-تجزیه‌مقدار =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0



مثال--منفرد-تجزیه‌مقدار

محاسبة‌بردار‌تکین‌راست-الف

𝐴 =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0



مثال--منفرد-تجزیه‌مقدار

محاسبة‌بردار‌تکین‌راست-الف

𝐴 =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0

𝐴TA =
۱ −۲

0 ۱

۱ 0

۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0
=

۵ −۲ ۱

−۲ ۱ 0
۱ 0 ۱



مثال--منفرد-تجزیه‌مقدار

محاسبة‌بردار‌تکین‌راست-الف
پایه‌ویژه‌های‌𝐴𝑇𝐴

𝐴 =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0

𝐴TA =
۱ −۲

0 ۱

۱ 0

۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0
=

۵ −۲ ۱

−۲ ۱ 0
۱ 0 ۱

𝐴TA =

۵

۳۰
0 −

۱

۶

−
۲

۳۰

۱

۵
−

۲

۶
۱

۳۰

۲

۵

۱

۶

۶ 0 0
0 ۱ 0
0 0 0

۵

۳۰
−

۲

۳۰

۱

۳۰

0
۱

۵

۲

۵

−
۱

۶
−

۲

۶

۱

۶

= 𝑃𝐷𝑃𝑇



مثال--منفرد-تجزیه‌مقدار

محاسبة‌بردار‌تکین‌راست-الف
پایه‌ویژه‌های‌𝐴𝑇𝐴

𝐴 =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0

𝐴TA =
۱ −۲

0 ۱

۱ 0

۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0
=

۵ −۲ ۱

−۲ ۱ 0
۱ 0 ۱

𝐴TA =

۵

۳۰
0 −

۱

۶

−
۲

۳۰

۱

۵
−

۲

۶
۱

۳۰

۲

۵

۱

۶

۶ 0 0
0 ۱ 0
0 0 0

۵

۳۰
−

۲

۳۰

۱

۳۰

0
۱

۵

۲

۵

−
۱

۶
−

۲

۶

۱

۶

= 𝑃𝐷𝑃𝑇

𝑉 = 𝑃 =

۵

۳۰
0 −

۱

۶

−
۲

۳۰

۱

۵
−

۲

۶
۱

۳۰

۲

۵

۱

۶



محاسبة‌ماتریس‌مقدار‌تکین-ب
𝜎𝑖مقادیر‌ریشة‌بردارهای‌‌𝐴𝑇𝐴

استفاده‌از‌D

۲در‌این‌مثال‌رتبه‌برابر‌𝐴TA =

۵

۳۰
0 −

۱

۶

−
۲

۳۰

۱

۵
−

۲

۶
۱

۳۰

۲

۵

۱

۶

۶ 0 0
0 ۱ 0
0 0 0

۵

۳۰
−

۲

۳۰

۱

۳۰

0
۱

۵

۲

۵

−
۱

۶
−

۲

۶

۱

۶

= 𝑃𝐷𝑃𝑇

𝐴ادامه- مثال-منفرد-تجزیه‌مقدار =
۱ 0 ۱

−۲ ۱ 0
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ادامه- مثال-منفرد-تجزیه‌مقدار

چپ-محاسبة‌بردارهای‌تکین-ج
راست-استفاده‌از‌تصویر‌نرمال‌شدة‌بردارهای‌تکین

۲در‌این‌مثال‌رتبه‌برابر‌

𝐴 =
۱ 0 ۱
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«تجزیه‌مقدار‌تکین»رودرروی‌«‌تجزیة‌مقدار‌ویژه»

𝐴 =  𝑃𝐷 𝑃−1و‌𝐴 =  𝑈Σ 𝑉𝑇

برای‌هر‌ماتریسی‌موجود‌است(ت‌م‌ت)تجزیه‌مقدار‌تکین‌.
صرفا‌‌ماتریس‌مربع‌و‌با‌شرط‌داشتن‌پایة‌بردار‌ویژه(ت‌م‌و)تجزیه‌مقدار‌ویژه‌‌

Pدر‌ت‌م‌و‌لزوما‌متعامدنرمال‌نیست
نشان‌دهندة‌چرخش‌و‌مقیاس‌نیست

U و‌Vمتعامد‌نرمال
نمایشگر‌چرخش

هر‌دو‌حاصل‌سه‌نگاشت‌خطی
تغییر‌پایه‌در‌دامنه-الف

مقیاس‌بندی‌مستقل‌از‌هر‌پایه‌و‌نگاشت‌از‌دامنه‌به‌هم‌دامنه-ب

تغییر‌پایه‌در‌هم‌دامنه-ج

دامنه‌و‌هم‌دامنه‌در‌ت‌م‌ت‌از‌فضاهای‌برداری‌با‌ابعاد‌متفاوت:تفاوت‌اساسی

U و‌Vلزوما‌معکوس‌یکدیگر‌نیستند
ویکی



ادامه-«‌تجزیه‌مقدار‌تکین»رودرروی‌«‌تجزیة‌مقدار‌ویژه»

ت‌م‌ت‌مقادیر‌ماتریس‌قطری‌حقیقی‌و‌نامنفی
ماتریس‌مربع‌متقارن«‌ت‌م‌ت»و‌«‌ت‌م‌و»یکسانی‌



مثال

کاهش‌داده

تعمیم‌داده‌محور‌تبدیل‌فوریه‌

حل‌دستگاه‌معادلات‌خطی
کمینه‌مربعات‌رگرسیون‌خطی

انسان-ژن

تماشاگر-فیلم

آزمایش‌دارو

تاثیر‌بر‌تصمیم‌مردم

تشخیص‌تصویر‌مردم



ر‌جب»ماتریس‌در‌(‌تجزیه)انواع‌فاکتورگیری‌
«خطی

𝑀 = 𝐿𝑈 حذف

𝑀 = 𝑄𝑅متعامد‌سازی‌

𝑆 = 𝑄Λ𝑄𝑇ماتریس‌متقارن‌و‌ویژه‌بردار

𝑀 = 𝑋Λ𝑋−1قطری‌سازی‌ماتریس‌مربع

𝑀 = 𝑈Σ𝑉𝑇تجزیه‌مقدار‌تکین‌هر‌ماتریسی
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